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AZ ESZKÄOZ¶ARAZ¶AS M¶ASODIK ALAPT¶ETELE1
MEDVEGYEV P¶ETER
Corvinus Egyetem
A dolgozatban rÄoviden bemutatjuk az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶et. A
bizony¶³t¶as sor¶an felhaszn¶aljuk a Dalang{Morton{Wilinger t¶etel bizony¶³t¶as¶a-
ban haszn¶alt ¶all¶³t¶asokat.
A dolgozat a kor¶abban megjelent2, a Dalang{Morton{Willinger t¶etellel
foglalkoz¶o dolgozat szerves folytat¶asa, kieg¶esz¶³t¶ese. A jelen dolgozat az esz-
kÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶et ¶es az ¶ugynevezett ¶araz¶asi formul¶at t¶argyalja. A
dolgozatban szerepl}o ¶all¶³t¶asok ¶es igazol¶asaik szorosan ÄosszefÄuggnek a Dalang{
Morton{Willinger t¶etellel, amelyet szok¶as az eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶etel¶enek
nevezni. A k¶et alapt¶etel mÄogÄotti kÄozÄos modellben t = 0; 1; . . . ; T < 1
sz¶am¶u diszkr¶et id}operi¶odus ¶es minden id}operi¶odusban m sz¶am¶u eszkÄoz ¶all
rendelkez¶esre. Egy tetsz}oleges t id}oszakban az eszkÄozÄok ¶arat az S (t) m-
dimenzi¶os vektor tartalmazza. Az S (t) minden t-re val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o.
A modellben szerepl}o bizonytalans¶agot le¶³r¶o (-;A;P) val¶osz¶³n}us¶egi mez}ore
semmilyen megkÄot¶est nem teszÄunk. Befektet¶esi strat¶egi¶an egy
(µ (t))Tt=1
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okb¶ol ¶all¶o m-dimenzi¶os T hossz¶u vektorsorozatot ¶ertÄunk.
A modell tov¶abbi kÄuls}o adotts¶aga egy (Ft)Tt=0 ¯ltr¶aci¶o. Az S folyamatr¶ol
feltesszÄuk, hogy adapt¶alt, vagyis minden t id}opontban az S (t) m¶erhet}o az Ft
¾-algebr¶ara n¶ezve. A µ el}orejelezhet}oek, vagyis hogy minden t id}opontban
a µ (t) m¶erhet}o az Ft¡1 ¾-algebr¶ara n¶ezve. A k¶et folyamat id}oben elt¶er}o
id}opontokban kerÄul ,,meghat¶aroz¶asra", ¶es ¶eppen ez az id}oben val¶o elt¶er¶es
reprezent¶alja a modell kÄozgazdas¶agi tartalm¶at: A t¡1 id}opontban eldÄont¶esre
kerÄul a [t ¡ 1; t) id}oszakra ¶erv¶enyes portfoli¶o. A dÄont¶es id}opontj¶aban az
eszkÄozÄok ¶ara csak a t ¡ 1 id}opontig ismert. Az eszkÄozÄok S ¶arai a (t ¡ 1; t)
id}operi¶odusban megv¶altozhatnak. A t ¡ 1 id}opontban hozott dÄont¶esÄunk
kÄovetkezm¶enye, hogy a t id}opontban a portfoli¶onk ¶ert¶ek¶eben3
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
¶ert¶ekv¶altoz¶as fog bekÄovetkezni. A teljes id}operi¶odus alatt a µ befektet¶esi
1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 30. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
2V.Äo.: [10]. A dolgozat a Corvinus Egyetemen tartott p¶enzÄugyi matematikai el}oad¶asaim
anyag¶ara t¶amaszkodik. L¶asd: www.medvegyev.uni-corvinus.hu/¯nance
3ha; bi jelÄoli az a ¶es b vektorok skal¶aris szorzat¶at.
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strat¶egia ¶altal eredm¶enyezett ¶ert¶ekv¶altoz¶as ¶eppen4
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i :
Az eszkÄoz¶araz¶as els}o ¶es m¶asodik alapt¶etele a lehets¶eges ¶ert¶ekv¶altoz¶asok ter¶e-
nek matematikai alaptulajdons¶agait tiszt¶azza.
1 Az eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶etele
Az els}o ¶es m¶asodik alapt¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz h¶arom egym¶asra ¶epÄul}o lemm¶ara
van szÄuks¶eg5. Ezek mindegyike ¶ertelemszer}uen bemutat¶asra kerÄult a Dalang{
Morton{Willinger t¶etel igazol¶asa sor¶an, de a teljess¶eg kedv¶e¶ert felid¶ezzÄuk
}oket. A diszkr¶et idej}u, de tetsz}oleges v¶eletlen ¶allapott¶errel rendelkez}o p¶enz-
Äugyi modellek matematikai t¶argyal¶as¶anak kulcsa a kÄovetkez}o kompakts¶agi
lemma:
1.1 Lemma (Kabanov{Stricker). Legyen (´n) tetsz}oleges, IRm ¶ert¶ek}u, m¶er-
het}o fÄuggv¶enyek sorozata, ¶es tegyÄuk fel, hogy a sorozat minden kimenetelre
korl¶atos. Ekkor megadhat¶o olyan (¾k) eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o,
m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat, amelyre az (´¾k) sorozat minden kime-
netelre konvergens. M¶asr¶eszr}ol, ha supn k´nk = 1, akkor van olyan (¾k)
eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o, m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat,
amelyre limk!1 k´¾kk = 1 minden kimenetelre.
A kompakts¶agi lemma a Bolzano{Weierstrass t¶etel k¶ezenfekv}o ¶altal¶ano-
s¶³t¶asa. Mivel az (´n (!)) sorozat minden ! kimenetelre a lemma felt¶etele
miatt korl¶atos, ez¶ert minden ! kimenetelre trivi¶alis m¶odon tal¶alhat¶o olyan,





sorozat konvergens. A lemma l¶enyege, hogy a ¾k (!) fÄuggv¶enyek v¶alaszthat¶ok
m¶erhet}onek.
A kÄovetkez}o lemma az el}oz}o kÄovetkezm¶enye ¶es az egy id}oszak alatt kelet-
kez}o portfoli¶ov¶altoz¶asok alter¶enek z¶arts¶ag¶at ¶all¶³tja6.
1.2 Lemma (Stricker). Legyenek f1; f2; . . . ; fm tetsz}oleges, valamely A ¾-
algebra szerint m¶erhet}o fÄuggv¶enyek. TegyÄuk fel, hogy G µ A ¶es tekintsÄuk
4¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy p¶enzÄugyi szempontb¶ol az Äosszeg tulajdonk¶eppen
¶ertelmetlen, ugyanis nem azonos id}oszakhoz tartoz¶o ¶ert¶ekadatokat adunk Äossze. Mivel a
diszkont¶al¶as k¶erd¶es¶et nem vizsg¶aljuk az al¶abbi ¶all¶³t¶asok mindegyik¶eben az eszkÄozÄok S ¶ara ¶es
nem az S diszkont¶alt ¶arfolyamok szerepelnek. Ha diszkont¶alt Äosszegeket akarunk vizsg¶alni
¶es szeretn¶enk haszn¶alni az al¶abbi ,,sztochasztikus integr¶al" formul¶at, akkor be kell vezetni
az Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶o fogalm¶at ¶es meg kell mutatni, hogy minden Äon¯nansz¶³roz¶o
portf¶oli¶o ¶ert¶ekfÄuggv¶enye fel¶³rhat¶o ,,sztochasztikus integr¶alk¶ent".
5A dolgozat c¶elja annak hangs¶ulyoz¶asa, hogy a kompakts¶agi lemma, illetve az L t¶er
ebb}ol kÄovetkez}o z¶arts¶aga nem csak az els}o, hanem a m¶asodik alapt¶etel igazol¶as¶aban is
kulcsszereppel b¶³r.
6Eml¶ekeztetÄunk, hogy L0 (-; G) t¶eren a G-m¶erhet}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok ter¶et ¶ertjÄuk,
konvergenci¶an pedig a sztochasztikus konvergenci¶at ¶ertjÄuk.




h : h =
mX
i=1
fi'i; 'i 2 L0(G;P)
)
line¶aris teret7. Az L line¶aris t¶er z¶art az L0 (A;P) t¶erben.
A lemma kiterjeszthet}o tetsz}oleges v¶eges id}ohorizontra. Ennek igazol¶as¶a-




H : H =
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
)
;
ahol (µ(t))Tt=1 tetsz}oleges el}orejelezhet}o strat¶egia. Legyen
A ±= R ¡ L0+ (-;A;P) :
Azt mondjuk, hogy a modellben nincsen arbitr¶azs, ha
A \ L0+ (-;A;P) = f0g :
A nincsen arbitr¶azs felt¶etel kÄovetkezm¶enye a kÄovetkez}o:
1.4 Lemma (Kabanov{Stricker). Ha nincsen arbitr¶azs8, akkor a T -hossz¶u




H : H =
TX
t=1










(Si(t) ¡ Si(t ¡ 1)) µi(t)
)
altere z¶art az L0 (-;A;P) t¶erben.
Az el}oz}o dolgozat legfontosabb eredm¶enye a kÄovetkez}o t¶etel volt:
1.5 T¶etel (Dalang{Morton{Willinger). A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:
1: A \ L0+ = f0g :
2: A \ L0+ = f0g ¶es A = cl (A) :
3: cl (A) \ L0+ = f0g :
4: Megadhat¶o olyan Q val¶osz¶³n}us¶eg, amely ekvivalens az eredeti P val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ekkel, amelyre a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt korl¶atos,
¶es amely mellett az S m-dimenzi¶os marting¶al.
7Nyilv¶anval¶oan az L elemei A-m¶erhet}oek, de a 'i s¶ulyok G-m¶erhet}oek.
8Val¶oj¶aban az R z¶arts¶ag¶ahoz nem szÄuks¶eges a nincs arbitr¶azs felt¶etel. V.Äo.: [2].
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¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a t¶etelben szerepl}o els}o ¶all¶³t¶as azt jelenti,
hogy nincsen olyan (µ (t))Tt=1 el}orejelezhet}o strat¶egia, amelyre
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i ¸ 0 ;
¶es egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmazon az egyenl}otlens¶eg szigor¶u. M¶ask¶eppen fo-
galmazva, az els}o pont szerint nincsen arbitr¶azs.
2 A piac teljess¶ege, az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik
alapt¶etele
A sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶as¶aval kapcsolatos igen fontos fogalom a tel-
jess¶eg fogalma. A teljess¶eg fogalma azt jelenti, hogy a jÄov}obeli kÄovetel¶esek
kiv¶etel n¶elkÄul fedezhet}oek:
2.1 De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy az S eszkÄoz¶ar folyamat ¶altal de¯ni¶alt
piac a t = 0; 1; 2; . . . ; T id}ohorizonton teljes, ha tetsz}oleges HT FT -m¶erhet}o
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tal¶alhat¶o olyan
(µi(t))
m
i=1 ; t = 1; . . . ; T
el}orejelezhet}o strat¶egia ¶es ¸ val¶os sz¶am, hogy
HT = ¸ +
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
ahol az egyenl}os¶eg val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kÄozÄott ¶erv¶enyes, vagyis majdnem
minden kimenetelre teljesÄul.
Ezt kÄovet}oen t¶erjÄunk r¶a az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶ere:
2.2 T¶etel (Az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etele). TegyÄuk fel, hogy az
(Si(t))
m
i=1 ; t = 0; . . . ; T
eszkÄoz¶ar folyamat ¶altal de¯ni¶alt piacon nincsen arbitr¶azs. A modell pontosan
akkor teljes, ha a marting¶alm¶ert¶ek9 az (-; FT ) t¶eren egy¶ertelm}u.
Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa k¶et r¶eszb}ol ¶all.
1. TegyÄuk fel, hogy a piac teljes ¶es legyenek Q ¶es R k¶et kÄulÄonbÄoz}o
marting¶alm¶ert¶ek. Mivel a k¶et m¶ert¶ek kÄulÄonbÄoz}o, ez¶ert van olyan F 2 FT ,
hogy Q(F ) 6= R(F ). A felt¶etelezett teljess¶eg miatt van olyan ('(t))Tt=1 m-
dimenzi¶os el}orejelezhet}o strat¶egia, hogy
ÂF = ¸ +
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i : (1)
9Eml¶ekeztetÄunk, hogy marting¶alm¶ert¶ek alatt egy olyan az (-;Ft) t¶eren ¶ertelmezett Q
val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket ¶ertÄunk, amelyre n¶ezve az S eszkÄoz¶ar folyamat marting¶al.
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A bizony¶³t¶as alapgondolata, hogy mind a k¶et oldalon alkalmazzuk a Q ¶es R
m¶ert¶ekek szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶atorokat. A gondolatmenet kulcsa, hogy





hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i
!
= 0 ; (2)
amib}ol
Q(F ) = ¸ = R(F ) ;
ami lehetetlen. A (2) sor igazol¶as¶aban gondot jelent, hogy mivel a ' strat¶egi¶ak
nem felt¶etlenÄul korl¶atosak, ez¶ert sem a kiemel¶esi szab¶alyt, sem az integr¶al ad-
ditivit¶as¶at nem tudjuk kÄozvetlenÄul haszn¶alni. A f}o probl¶ema abb¶ol ered, hogy
az (1) sorban szerepl}o Äosszeg nem felt¶etlenÄul marting¶al, csak lok¶alis martin-
g¶al. Diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizonton a lok¶alis marting¶alok strukt¶ur¶aja azon-
ban viszonylag egyszer}u: Mik¶ent a kÄovetkez}o pontban meg fogjuk mutatni10,
diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizont eset¶en ha valamely lok¶alis marting¶al utols¶o
¶ert¶eke integr¶alhat¶o, akkor a folyamat marting¶al. Mivel a ÂF v¶altoz¶o trivi¶alisan
integr¶alhat¶o, ez¶ert a (2) sorban szerepl}o kifejez¶es marting¶al, ¶³gy a sorban sze-
repl}o egyenl}os¶eg teljesÄul.
2. TegyÄuk fel, hogy a piac nem teljes. A felt¶etel szerint a piacon nincsen
arbitr¶azs, ¶³gy van olyan Q m¶ert¶ek, amely mellett az S folyamat minden






hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i
)
;
ahol µ tetsz}oleges el}orejelezhet}o portf¶oli¶o ¶es ¸ tetsz}oleges val¶os sz¶am. Mivel
a piac nem teljes, ez¶ert L 6= L0 (-;FT ;Q). Legyen HT egy olyan kÄovetel¶es,
amely nem ¶all¶³that¶o el}o. Mivel csak v¶eges sok val¶osz¶³n}us¶eg v¶altoz¶o szerepel a
modellben a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek mindig kicser¶elhet}o ¶ugy, hogy a modellben





m¶ert¶eket venni, ahol az ´ az S folyamatot alkot¶o v¶altoz¶okb¶ol ¶es a HT v¶al-
toz¶ob¶ol ¶all¶o vektor11. VegyÄuk ¶eszre, hogy a P ¶es a P0 ekvivalensek12, ¶³gy a
t¶etel felt¶etelei nem m¶odosulnak, ha a P helyett a P0 val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket
vesszÄuk. Eml¶ekeztetÄunk, hogy az els}o alapt¶etelben az arbitr¶azs hi¶anya miatt
l¶etez}o marting¶alm¶ert¶ek Radon{Nikodym deriv¶altja v¶alaszthat¶o korl¶atosnak.
¶Igy feltehet}o, hogy nem csak az (S(t))Tt=1 oszlopai, hanem a HT is integr¶alhat¶o
a Q marting¶alm¶ert¶ek alatt.
10V.Äo.: 3.6 ¶All¶³t¶as.
11A C konstanst ¶ugy kell meghat¶arozni, hogy a P0 szint¶en val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek legyen.
12Vagyis a k¶et m¶ert¶ek szerint a nullm¶ert¶ek}u halmazok megegyeznek.
20 Medvegyev P¶eter






hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
)
az L0 egy z¶art altere. A Markov-egyenl}otlens¶eg miatt az L1-ben val¶o konver-
genci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ¶³gy az R \ L1 z¶art alt¶er
az L1-ben. Val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekekr}ol l¶ev¶en sz¶o 1 2 L1; ¶³gy ha az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tov¶abbra is L jelÄoli az L ¶es az L1 metszet¶et, akkor az L fel¶³rhat¶o
mint egy z¶art R alt¶er ¶es egy egy-dimenzi¶os alt¶er Äosszege. Ha 1 2 R, akkor
k¶eszen vagyunk, az L z¶art. Ha 1 =2 R, akkor minden l 2 L fel¶³rhat¶o l = ¸1+r
alakban. Ha ln ! l1 az L alt¶erben, akkor egyedÄul az okozza a probl¶em¶at,
hogy nem tudjuk, hogy az (ln)-hez tartoz¶o (¸n) sorozat korl¶atos, vagy sem.
Legyen d az R ¶es az 1 t¶avols¶aga. Mivel az R z¶art ¶es 1 =2 R, ez¶ert d > 0.
Az (ln) sorozat konvergens, ¶³gy korl¶atos is. Legyen c az (ln) sorozat korl¶atja.



















¸ j¸nj d ;




vagyis a (¸n) sorozat korl¶atos. Ez¶ert a (¸n) sz¶amsorozatnak van konvergens
r¶eszsorozata. Erre ¶att¶erve feltehet}o, hogy a (¸n1) sorozat konvergens. Mivel
az Äosszeg konvergens, ez¶ert az (rn) sorozat is konvergens. Mivel az R z¶art,
ez¶ert az (rn) hat¶ar¶ert¶eke az R-ben van, ¶es ¶³gy a (¸n1 + rn) egy r¶eszsoroza-
t¶anak hat¶ar¶ert¶eke az L-ben van. KÄovetkez¶esk¶eppen a (¸n1 + rn) hat¶ar¶ert¶eke
is L-ben van.
Mivel a HT =2 L is integr¶alhat¶o, ez¶ert van olyan eleme az L1 t¶ernek,
amely nincsen benne az L z¶art alt¶erben. A Hahn{Banach t¶etel miatt van
olyan z 2 L1 (-; FT ;Q) ; amely elv¶alasztja az L alteret ¶es a HT v¶altoz¶ot.




zl dQ = EQ (zl) = 0; l 2 L : (3)







z dQ = 0 :
Legyen










m¶ert¶eket. A g = dR=dQ felÄulr}ol korl¶atos ¶es nagyobb vagy egyenl}o, mint egy
pozit¶³v sz¶am, ¶³gy a k¶et m¶ert¶ek alatt az integr¶alhat¶o v¶altoz¶ok megegyeznek.
Vil¶agos, hogy g > 0, ¶es




teh¶at az R egy ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. Mivel tetsz}oleges µ el}ore-
jelezhet}o folyamatra a ¸ = 0 mellett
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i 2 L ;























hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
!
:
Mivel az S marting¶al a Q alatt, ¶es a µ el}orejelezhet}o, ez¶ert a jobb oldali
kifejez¶es, tetsz}oleges korl¶atos µ eset¶en nulla, ez¶ert a bal oldal is nulla. Ha a µ




(S(t) ¡ S(t ¡ 1))ÂF
¢
= 0 ;





S(t ¡ 1) dR ;
vagyis a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja alapj¶an
ER(S(t) j Ft¡1) = S(t ¡ 1) :
Teh¶at az S folyamat az R 6= Q m¶ert¶ek eset¶en is marting¶al, kÄovetkez¶esk¶eppen
a marting¶alm¶ert¶ek nem egy¶ertelm}u. 2
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3 Lok¶alis marting¶alok diszkr¶et ¶es v¶eges id}o-
horizont eset¶en
Ebben a pontban teljess¶eg kedv¶e¶ert rÄoviden felid¶ezzÄuk13 a diszkr¶et idej}u
lok¶alis marting¶alokra vonatkoz¶o legfontosabb ¶all¶³t¶asokat.
Ha » nem negat¶³v val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶es F egy felt¶eteli ¾-algebra, akkor
mindig ¶ertelmes az E (» j F) felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek14. Ilyenkor kÄonnyen iga-
zolhat¶o15, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶aci¶o monoton, addit¶³v ¶es teljesÄul
r¶a a toronyszab¶aly. Nem negat¶³v v¶altoz¶ok kÄor¶eben ugyancsak nyilv¶anval¶o,
hogy teljesÄul a kiemel¶esi szab¶aly. Ha a »-nek nincs v¶eges v¶arhat¶o ¶ert¶eke,
akkor el}ofordulhat, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek nem val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o,
ugyanis v¶egtelen ¶ert¶eket is felvehet. Ez indokolja a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶ot:
3.1 De¯n¶³ci¶o. Legyen » val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, F felt¶eteli ¾-algebra. Ha a
»+ ¶es »¡ v¶altoz¶oknak l¶etezik v¶eges ¶ert¶ek}u felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke, akkor az
E
¡
»+ j F¢ ¡ E ¡»¡ j F¢
kifejez¶est ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eknek mondjuk, ¶es a megszokott
E (» j F)
m¶odon jelÄoljÄuk.
KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o szok¶asos
sz¶amol¶asi szab¶alyok16 ¶atvihet}ok ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekekre is.
3.2 De¯n¶³ci¶o. A (»n;Fn) diszkr¶et idej}u sorozatot ¶altal¶anos¶³tott marting¶alnak
mondjuk, ha
1: minden n-re az E (»n+1 j Fn) ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek l¶e-
tezik, ¶es
2: minden n-re
E (»n+1 j Fn) ±= E
¡
»+n+1 j Fn
¢ ¡ E ¡»¡n+1 j Fn¢ = »n ;
13V.Äo.: [6,8,12].
14A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja nem teljesen egys¶eges az irodalomban. Bizonyos
szerz}ok csak integr¶alhat¶o v¶altoz¶ok eset¶en de¯ni¶alj¶ak a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket, vagyis
megkÄovetelik, hogy a pozit¶³v ¶es a negat¶³v r¶esz integr¶alja v¶eges legyen. Ugyanakkor nem
negat¶³v v¶altoz¶ok eset¶en mindig l¶etezik olyan, esetlegesen v¶egtelen ¶ert¶eket is felvev}o v¶altoz¶o,
amely m¶erhet}o a felt¶eteli ¾-algebra szerint ¶es kiel¶eg¶³ti a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket de¯ni¶al¶o
integr¶alegyenletet. [8], 9.14. ¶All¶³t¶as, 293. oldal. Ennek oka, hogy a Radon{Nikodym-t¶etel-
ben a deriv¶aland¶o m¶ert¶ek tetsz}oleges lehet. [8], 3.46. T¶etel, 137. oldal. ¶Eppen ez¶ert c¶elszer}u
a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket tetsz}oleges nem negat¶³v v¶altoz¶o eset¶en is de¯ni¶alni. El}ojeles
v¶altoz¶ok felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek l¶etez¶es¶ehez, vagyis olyan a felt¶eteli ¾-algebra szerint
m¶erhet}o fÄuggv¶eny l¶etez¶es¶ehez, amely kiel¶eg¶³ti az integr¶alegyenletet, elegend}o megkÄovetelni,
hogy vagy a v¶altoz¶o pozit¶³v r¶esze, vagy a negat¶³v r¶esze integr¶alhat¶o legyen.
15A tulajdons¶agok karakterisztikus ¶es l¶epcs}os fÄuggv¶enyekre teljesÄulnek ¶es a nem nega-
tivit¶as miatt alkalmazni lehet a monoton konvergencia t¶etelt.
16Pl. kiemel¶esi ¶es torony szab¶aly, additivit¶as stb. V.Äo.: [8,12].
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ahol az egyenl}os¶eg oszt¶alyok kÄozÄott, teh¶at P majdnem mindenhol tel-
jesÄul17.
Hangs¶ulyozni kell, hogy nem t¶etelezzÄuk fel, hogy a »n v¶altoz¶ok v¶arhat¶o
¶ert¶eke v¶eges, s}ot azt sem kÄoveteljÄuk meg, hogy legyen a v¶altoz¶onak v¶egtelen
v¶arhat¶o ¶ert¶eke, ¶eppen ez kÄulÄonbÄozteti meg az ¶altal¶anos¶³tott marting¶alt a
marting¶alt¶ol. Megel¶egszÄunk avval, hogy a ,,marting¶alegyenl}os¶egben" szerepl}o
¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek l¶etezik, ¶es v¶eges.
3.3 De¯n¶³ci¶o. Valamely (»n; Fn) v¶eges, vagy v¶egtelen sorozatot lok¶alis mar-
ting¶alnak mondunk, ha megadhat¶o (¿k) meg¶all¶asi id}ok olyan ¿k % 1 ,,loka-
liz¶aci¶os" sorozata, amelyre a
»¿kn
±= Â (¿k > 0) »n^¿k
meg¶all¶³tott folyamatok mindegyike marting¶al az eredeti (Fn) ¯ltr¶aci¶ora n¶ezve.
3.4 De¯n¶³ci¶o. A (»n;Fn) sorozatot marting¶altranszform¶altnak18 mondjuk,
ha l¶etezik olyan
(Mn; Fn)
marting¶al, ¶es olyan (µn) sorozat, hogy minden n-re a µn Fn¡1 m¶erhet}o19, ¶es
»n = »0 +
nX
k=1
µk (Mk ¡ Mk¡1) : (4)
A diszkr¶et idej}u lok¶alis marting¶alok strukt¶ur¶aja igen egyszer}u20:
3.5 ¶All¶³t¶as. Az al¶abbi ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:
1: a (»n) lok¶alis marting¶al,
2: a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al,
3: a (»n) fel¶³rhat¶o (4) marting¶altranszform¶altk¶ent.
Bizony¶³t¶as. Megmutatjuk, hogy teljesÄul az 1: ) 2: ) 3: ) 1: implik¶aci¶o
sorozat.
1. Legyen (»n) lok¶alis marting¶al, ¶es legyen (¿k) egy lokaliz¶aci¶os sorozat.
A marting¶al de¯n¶³ci¶oja alapj¶an a »¿kn+1 v¶arhat¶o ¶ert¶eke v¶eges, ¶es ¶³gy a felt¶eteles
17Ez ¶ugy is fogalmazhat¶o, hogy a »n+1 v¶altoz¶o pozit¶³v, illetve negat¶³v r¶esz¶enek Fn
szerinti felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke megegyezik a »n pozit¶³v, illetve negat¶³v r¶esz¶evel.
18A marting¶altranszform¶altak tekinthet}ok diszkr¶et idej}u sztochasztikus integr¶aloknak.
19Term¶eszetszer}uleg F¡1 ±= F0:
20Az ¶all¶³t¶as l¶enyeg¶eben azt ¶all¶³tja, hogy diszkr¶et id}otartom¶any eset¶en a lok¶alis marting¶a-
lok ,,rosszul" integr¶alhat¶o marting¶alok. Folytonos id}otartom¶any eset¶en ez hangs¶ulyozottan
nincsen ¶³gy.
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v¶arhat¶o ¶ert¶ek is v¶eges, ez¶ert
1 > E ¡¯¯»¿kn+1¯¯ j Fn¢ ±= E ¡¯¯»(n+1)^¿k ¯¯ Â (¿k > 0) j Fn¢ ¸
¸ E ¡¯¯»(n+1)^¿k ¯¯ Â (¿k > n) j Fn¢ =
= E (j»n+1jÂ (¿k > n) j Fn) =
= Â (¿k > n)E (j»n+1j j Fn)
ugyanis mivel a ¿k meg¶all¶asi id}o, ez¶ert a Â (¿k > n) Fn-m¶erhet}o minden n-re,
¶es ez¶ert alkalmazhat¶o a nem negat¶³v v¶altoz¶okra vonatkoz¶o kiemel¶esi szab¶aly.
A lokaliz¶aci¶os sorozat de¯n¶³ci¶oja miatt majdnem minden ! kimenetelre, mivel
¿k % 1, ha k el¶eg nagy
E (j»n+1j j Fn) (!) = Â (¿k (!) > n)E (j»n+1j j Fn) (!) < 1 ;
kÄovetkez¶esk¶eppen majdnem mindenhol E (j»n+1j j Fn) < 1. Nyilv¶anval¶oan





¶ert¶ekek, ¶³gy de¯n¶³ci¶o szerint l¶etezik az E (»n+1 j Fn) ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles
v¶arhat¶o ¶ert¶ek. Term¶eszetesen az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre nem
¶ertelmezhet}o a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket de¯ni¶al¶o integr¶alegyenlet. JelÄolje Gn





E (j»n+1j j Fn) dP < 1 :










































»n+1 dP; F 2 Gn :
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Mivel Gn elemein »n ¶es »n+1 integr¶alhat¶o, ez¶ert a kiterjesztett felt¶eteles






































E (»n+1 j Fn) dP;











E (»n+1 j Fn) dP; 8H 2 Fn; H µ F 2 Gn ;
kÄovetkez¶esk¶eppen az F 2 Gn halmazokon
»n
m:m:= E (»n+1 j Fn) :
Az E (j»n+1j j Fn) < 1 miatt az - felbonthat¶o megsz¶aml¶alhat¶o Gn-beli hal-
mazra, kÄovetkez¶esk¶eppen
»n
m:m:= E (»n+1 j Fn) ;
vagyis a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al.
2. M¶asodik l¶ep¶esk¶ent tegyÄuk fel, hogy a (»n) sorozat egy ¶altal¶anos¶³tott
marting¶al. Legyen
A(n; k) ±= fk · E (j»n ¡ »n¡1j j Fn) < k + 1g :
Mivel a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al, ez¶ert minden ¯x n eset¶en az A(n; k)
az - egy part¶³ci¶oja, vagyis az A(n; k) halmazok k szerinti egyes¶³t¶ese az -, ¶es








fÄuggv¶enyt. Mivel az (A (n ¡ 1; k))k halmazok part¶³ci¶ot alkotnak, az un de¯-






j»n ¡ »n¡1jÂA(n¡1;k) :
21Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert egy mindenhol v¶eges verzi¶ot veszÄunk.
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A k¶et oldalon Fn¡1 szerint felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve ¶es haszn¶alva a
felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o monoton konvergencia t¶etelt ¶es a nem
negat¶³v v¶altoz¶okra vonatkoz¶o kiemel¶esi szab¶alyt valamint a nem negat¶³v
v¶altoz¶ok kÄor¶eben az additivit¶ast:

















< 1 ; (6)
vagyis az un integr¶alhat¶o. Tetsz}oleges k-ra az
j»n ¡ »n¡1j ÂA(n¡1;k)
szint¶en integr¶alhat¶o, ¶es ¶³gy, kihaszn¶alva, hogy integr¶alhat¶o v¶altoz¶okra a fel-
t¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek egybeesik22
E
¡
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k) j Fn¡1
¢
=
= ÂA(n¡1;k)E (»n ¡ »n¡1 j Fn¡1) =
= ÂA(n¡1;k) (E (»n j Fn¡1) ¡ E (»n¡1 j Fn¡1)) =
= ÂA(n¡1;k) (E (»n j Fn¡1) ¡ »n¡1) = 0 :
A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o major¶alt konvergencia t¶etel miatt,
kihaszn¶alva a (6) sort





(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k) j Fn¡1
!
= 0 :











(k + 1)3 ÂA(n¡1;k) ;
22VegyÄuk ¶eszre, hogy al¶abb a kiemel¶esi szab¶aly haszn¶alata nem teljesen evidens. A
»n ¡ »n¡1 v¶altoz¶onak van kiterjesztett felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke. A pozit¶³v ¶es a negat¶³v
r¶esz felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶eb}ol a nem negat¶³v ÂA(n¡1;k) kivihet}o a felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ekb}ol majd a kiemelhet}o a kÄulÄonbs¶egben. Az al¶abbi gondolatmenetben kihaszn¶aljuk a
kiterjesztett felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek linearit¶as¶at is.
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akkor a µn ¶ertelmes ¶es el}orejelezhet}o, ugyanis az A(n¡ 1; k) halmazok Fn¡1-
m¶erhet}oek ¶es diszjunktak.























ÂA(n¡1;k) (»n ¡ »n¡1) = »n ¡ »n¡1 :
¶Igy a (»n) ¶eppen a (µn) el}orejelezhet}o folyamat ¶es az (Mn) marting¶al ¶altal
de¯ni¶alt marting¶altranszform¶aci¶o.
3. V¶egezetÄul tegyÄuk fel, hogy a (»n) egy marting¶altranszform¶alt ¶es tegyÄuk
fel, hogy teljesÄul a (4). Legyen
¿k
±= inf fn ¸ 0 : jµn+1j > kg :
A konstrukci¶o szerint
f¿k = 0g = fjµ1j > kg
f¿k = 1g = fjµ1j · kg \ fjµ2j > kg
f¿k = 2g = fjµ1j · kg \ fjµ2j · kg \ fjµ3j > kg
...
Ebb}ol kÄovetkez}oen a ¿k minden k-ra egy meg¶all¶asi id}o. Mivel a (µn) el}ore-
jelezhet}o ¶es ¿k meg¶all¶asi id}o, ez¶ert a (µ¿kn )n meg¶all¶³tott sorozat el}orejelezhet}o
marad. Val¶oban, minden n-re ¶es ® sz¶amra
fµ¿kn < ®g =
¡fµn < ®g \ f¿k ¸ ng¢ [ ¡fµ1 < ®g \ f¿k = 1g¢ [ . . . [
[ ¡fµn¡1 < ®g \ f¿k = n ¡ 1g¢ :
Mivel
f¿k ¸ ng = f¿k < ngc = f¿k · n ¡ 1gc 2 Fn¡1 ;
ez¶ert
fµ¿kn < ®g 2 Fn¡1 ;
¶³gy a (µ¿kn )n, mik¶ent ¶all¶³tottuk, el}orejelezhet}o. Felhaszn¶alva, hogy a meg¶al-




»¿kn+1 ¡ »¿kn j Fn¡1
¢
= E ((»n+1 ¡ »n)¿k j Fn¡1) =
= E ((µn (Mn+1 ¡ Mn))¿k j Fn¡1) =
= E (µ¿kn (Mn+1 ¡ Mn)¿k j Fn¡1) =
= µ¿kn E
¡




teh¶at a (»¿kn ) marting¶al, vagyis a (»n) lok¶alis marting¶al. 2
Az ¶all¶³t¶as seg¶³ts¶eg¶evel bel¶athatjuk a m¶asodik alapt¶etel bizony¶³t¶as¶aban
haszn¶alt ¶all¶³t¶ast:
3.6 ¶All¶³t¶as. Ha (»n)
T




Bizony¶³t¶as. A 3.5 ¶all¶³t¶asban szerepl}o 3: ) 2: implik¶aci¶o szerint
»T¡1 = E (»T j FT¡1) ;
ahol az E term¶eszetesen az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket jelÄoli. A
»T a felt¶etel szerint integr¶alhat¶o, ez¶ert a toronyszab¶aly nem negat¶³v v¶altoz¶okra
val¶o trivi¶alis alkalmaz¶as¶aval
E (j»T¡1j) = E (jE (»T j FT ¡1)j) · E (E (j»T j j FT¡1)) = E (j»T j) < 1 ;
teh¶at a »T ¡1 is integr¶alhat¶o. Innen az ¶all¶³t¶as m¶ar nyilv¶anval¶o. 2
4 Eur¶opai eszkÄozÄok ¶araz¶asa, nincs diszkont¶al¶as
Az eszkÄoz¶araz¶as els}o ¶es m¶asodik alapt¶etele seg¶³ts¶eg¶evel az eur¶opai t¶³pus¶u
sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶asa diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizont eset¶en viszony-
lag egyszer}uen elint¶ezhet}o: Legyen HT egy a T id}oszakban esed¶ekes valami-
lyen p¶enzÄugyi tranzakci¶o. Mivel a HT a T id}oszakban esed¶ekes, ez¶ert a HT
FT -m¶erhet}o. A k¶erd¶es az, hogy ha a HT ¶ert¶ek¶et a t = 0 id}opontban kell ki-
¯zetni, akkor mennyi a HT ¶ara, vagyis a t = 0 id}opontban ki¯zetend}o milyen
¼ (HT ) Äosszeg tekinthet}o a HT ¶ar¶anak? TegyÄuk fel, hogy a piacon nincsen
arbitr¶azs, ¶es tegyÄuk fel, hogy a piac teljes. Ekkor az els}o ¶es m¶asodik alapt¶etel
szerint l¶etezik egyetlen marting¶alm¶ert¶ek. JelÄolje Q ezt a marting¶alm¶ert¶eket.
A teljess¶eg miatt23
HT = ¸ +
TX
t=1
hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i : (7)
A kÄozgazdas¶agi megfontol¶asokb¶ol a HT ¶ara alatt azt a ¼(HT ) Äosszeget ¶ertjÄuk,
amely mellett a HT bevezet¶ese nem fogja tÄonkretenni a piac arbitr¶azs ment-
ess¶eg¶et. M¶ask¶eppen fogalmazva a HT bevezet¶ese azt jelenti, hogy a m¶ar
meglev}o m darab
Si(0); Si(1); . . . ; Si(T ); i = 1; 2; . . . ;m
id}osor mell¶e bevezetÄunk egy (m + 1)-edik eszkÄozt, amely ¶arfolyam¶at a
¼(HT ); . . . ;HT
23Ha a diszkont¶al¶ast ¶es az Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶okat is t¶argyaltuk volna, akkor az
egyenl}os¶egben a diszkont¶alt ¶arfolyamok ¶es a diszkont¶alt ki¯zet¶es szerepelt volna.
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id}osor¶³rja le24. Mikor marad az m+1 eszkÄozb}ol ¶all¶o, kib}ov¶³tett piac arbitr¶azs
mentes? Mik¶ent azonnal megmutatjuk, az arbitr¶azs mentess¶eg csak akkor
}orizhet}o meg, ha ¼(HT ) = ¸. Val¶oban, ha p¶eld¶aul ¼(HT ) > ¸, akkor a
(µ(1);¡1) ; (µ(2);¡1) ; . . . ; (µ(T );¡1)
(m + 1) dimenzi¶os strat¶egia egy arbitr¶azs strat¶egia25, ugyanis mivel a kons-
tans fÄuggv¶enyek minden ¾-algebra szerint m¶erhet}oek, ez¶ert egyr¶eszt a ki-
b}ov¶³tett strat¶egia trivi¶alisan el}orejelezhet}o, m¶asr¶eszt az ¶uj strat¶egia nett¶o




(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t) ¡ HT = ¼(HT ) ¡ ¸ > 0 ;
ami pedig arbitr¶azs26.
Tov¶abbi k¶erd¶es persze, hogy hogyan lehetne a ¸ sz¶amot a Q m¶ert¶ek seg¶³t-
s¶eg¶evel kifejezni? Ehhez fel kell tenni, hogy a HT integr¶alhat¶o a Q marting¶al-
m¶ert¶ek szerint. A szok¶asos opci¶os derivat¶³v¶ak eset¶en ez trivi¶alisan teljesÄul,
ugyanis ha p¶eld¶aul HT = max(c; S1(T )), akkor az S1(T ) integr¶alhat¶o a Q
szerint, ¶es ¶³gy a HT is integr¶alhat¶o a Q szerint. Mivel a Q marting¶alm¶ert¶ek
¶es a HT a Q szerint integr¶alhat¶o, ez¶ert a
PT
t=1(S(t) ¡ S(t ¡ 1))µ(t) martin-





(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t)
!
= 0 :
Ebb}ol kÄovetkez}oen a (7) sorban a Q m¶ert¶ek szerint v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve





(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t)
!
= EQ (HT ) : (8)
¶Erdemes megjegyezni, hogy a (8) k¶eplet szempontj¶ab¶ol csak az arbitr¶azs
mentess¶egre volt szÄuks¶eg, a teljess¶eg felt¶etel¶ere csak annyiban t¶amaszkodtunk,
hogy feltettÄuk, hogy a (7) el}o¶all¶³t¶as lehets¶eges. Ha a piac nem teljes, akkor a
(7) el}o¶all¶³t¶as nem minden HT eset¶eben lehets¶eges. Ha valamely HT -ra azon-
ban az el}o¶all¶³t¶as l¶etezik, akkor az ¶ar¶ara a (8) teljesÄul, fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy a
Q melyik a lehets¶eges marting¶al m¶ert¶ekek kÄozÄul. Az olvas¶o az egy¶ertelm}us¶eg
kapcs¶an felvetheti, hogy a ¸ ¶ert¶eke, ¶es ¶³gy a ¼(HT ) ¶ar egy¶ertelm}u-e? TegyÄuk




; . . . ;
³
µ(1)(T ) ¡ µ(2)(T )
´
24Hogy mik¶ent alakul a HT tranzakci¶o ¶ara a kÄoztes id}opontokban sz¶amunkra ¶erdektelen.
A l¶enyeges dolog az, hogy a T id}opontban az ¶arat a HT adja meg.
25Mivel a term¶ek dr¶aga a t¶enyleges ¶ar¶ahoz k¶epest, ez¶ert el kell adni!




el}orejelezhet}o strat¶egi¶at. Ennek eredm¶enye
TX
t=1




= (HT ¡ ¸1) ¡ (HT ¡ ¸2) =
= ¸2 ¡ ¸1 > 0 ;
ami a nincsen arbitr¶azs felt¶etel miatt lehetetlen. Ebb}ol kÄovetkez}oen, ha nin-
csen arbitr¶azs, akkor teljesÄul az ¶ugynevezett egy ¶ar tÄorv¶eny, vagyis minden
HT p¶enzÄugyi tranzakci¶o eset¶en, amelyre a (7) el}o¶all¶³t¶as l¶etezik, a ¸ konstans
¶ert¶eke, kÄovetkez¶esk¶eppen a ¼(HT ) ¶ar is, azonos.
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THE SECOND FUNDAMENTAL THEOREM OF ASSET PRICING
In the article we summarize the results about the second fundamental theorem of
asset pricing.
